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Dieser Text beschreibt, unter anderem, eine neue mathematische Methode zur
Lösung des Energieeigenwertproblems des quantentheoretischen harmonischen
Oszillators. Neu sind dabei auch die Begriffe der reduzierten Basis und der riesi-
gen Algebra. Außerdem werden Formeln für iterierte Vertauschungsrelationen
angegeben.

Vertauschungsrelation und Hamiltonfunktion

In der Physik werden Schwingungseigen-
schaften eines zweiatomigen Moleküls (z.B.
eines Kohlenmonoxid-Moleküls) durch das
Modell einer elastischen Hantel beschrieben.
Die relevanten Größen zur Beschreibung
der Schwingungszustände sind dabei die
Auslenkung aus dem Gleichgewichtszustand
und der Relativimpuls beider Hantelmassen.
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Die beiden Observablen “Auslenkung” q und “Relativimpuls” p werden als Ele-
mente einer assoziativen Algebra mit einer “Eins” betrachtet, das heißt: Man
kann diese Elemente addieren, multiplizieren und mit einer Zahl strecken oder
stauchen. Speziell in der Quantentheorie ist die Multiplikation nichtkommuta-
tiv, da die “Auslenkungs” - und “Relativimpuls” -Elemente die Heisenberg-Ver-
tauschungsrelation

q p− p q = i 1

erfüllen sollen. (Die Vertauschungsrelation, auch Kommutatorrelation genannt,
beschreibt gerade das Maß der Nichtkommutativität der beteiligten Größen,
hier q und p.) Ebenfalls charakteristisch für die Quantentheorie ist das Verwen-
den der komplexen Zahlen, hier als imaginärer Zahlenfaktor vor der “Eins” der
Algebra.

Die Schwingungsenergie eines zweiatomigen Moleküls setzt sich zusammen aus
kinetischer und potentieller Energie:

H = 1
2 (p2 + q2)

Dabei ist das Quadratpotential das einfachste Potential, das durch eine Poly-
nom-Funktion beschrieben, einen stabilen Gleichgewichtszustand zuläßt. Die
Schwingungsenergie, betrachtet als Funktion von Impuls und Ort, wird auch als
Hamiltonfunktion bezeichnet. Die Vertauschungsrelation ist in Einheiten des
Planck’schen Wirkungsquantums aufgeschrieben; und die Schwingungsenergie
ist in Einheiten der Oszillator-Eigenfrequenz mal dem Planck’schen Wirkungs-
quantum notiert, was die Schreibarbeit bei Rechnungen vereinfacht. Aus dem-
selben Grund werden die Rechnungen in den folgenden Linearkombinationen
der Grundgrößen durchgeführt:{

b := 1√
2 (q + ip),

a := 1√
2 (q − ip)

}
⇒ b a− a b = 1

H = ab+ 1
2 1

Wie läßt sich nun eine, die obigen Zusammenhänge realisierende, assoziative
Algebra über den komplexen Zahlen expliziter beschreiben?
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Assoziative Algebren in Kleiner Darstellung

Algebren werden im Folgenden “klein dargestellt” genannt, wenn ihre Elemente
als Linearkombinationen, einer explizit angegebenen algebraischen Basis, ge-
schrieben werden können.

Oben wird die Multiplikation durch Hintereinanderschreiben von Symbolen real-
isiert. Assoziativität bedeutet dabei, zum Beispiel a (b a) = (a b) a, daß die
Klammerung unerheblich ist und, wenn gewünscht, weggelassen werden kann.
Nichtkommutativität bedeutet, daß a b nicht gleich b a ist, das heißt, die Rei-
henfolge der Symbole ist zu beachten. In Fällen von Symbolgleichheit wie
bei a a a schreibt man abkürzend a3, man definiert sich damit eine Potenz-
schreibweise. Auf der Menge aller Aneinanderreihungen von vorgegebenen Sym-
bolen, unter den oben spezifizierten Regeln, ist das Aneinanderreihen eine as-
soziative, nichtkommutative Operation. Eine solche Struktur heißt “freier Mo-
noid”generiert durch die vorgegebenen Symbole.

Mo({a, b}) = {1, a, b, a2, a b, b a, b2, a3, . . .}

Damit hat man die benötigte Multiplikation durch ein algebraisches Objekt
charakterisiert.

Assoziative Algebra, Klein, ohne Relationen

Die Menge AC := spanC(Mo({a, b})) =

=

 ∑
α∈Mo({a,b})

xα α

∣∣∣∣∣∣ (xα)α∈Mo({a,b}) ∈ C(Mo({a,b}))


aller Linearkombinationen mit komplexen Zahlen und Elementen des freien
Monoids liefert einen Vektorraum. Man beschreibt Addition und Zahlen- oder
Skalarmultiplikation monoidelementweise, wie man sie zum Beispiel zum Hin-
schreiben der Hamiltonfunktion braucht. (Das Symbol “span” steht hier für
die Menge aller Linearkombinationen, wogegen C(Mo({a,b})) für die Menge aller
Koordinatenfamilien (xα)α∈Mo({a,b}) steht, die nur endlich viele Koordinaten-
werte ungleich Null haben. Da Linearkombinationen Summen mit endlich vielen
Summanden sind, wird jede Linearkombination natürlich auch nur durch endlich
viele Koordinaten ungleich Null beschrieben.) Das freie Monoid ist dann eine
algebraische Basis dieses komplexen Vektorraumes.

Die Monoidmultiplikation macht diesen Vektorraum zu einer assoziativen Al-
gebra mit “Eins”; allerdings ist die Heisenberg-Vertauschungsrelation in dieser
Algebra nicht erfüllt, denn hier ist der Term ba− ab nicht gleich dem neutralen
Element der Monoidmultiplikation.

Algebra, Klein, mit Heisenberg-Vertauschungsrelation

Ausgehend von dem oben konstruierten Vektorraum, läßt sich eine neue Vek-
torraumstruktur definieren, in der die Vertauschungsrelation erfüllt ist. In dem



Der Harmonische Oszillator in der Quantentheorie 3

Raum spanC(Mo({a, b})) spannt der multiplikativ eingehüllte Term b a−a b−1
der Vertauschungsrelation einen Untervektorraum I auf:

I := spanC(AC (b a− a b− 1)AC)

Bemerkenswerterweise kann man Elemente dieses Raumes von links und rechts
mit Algebraelementen multiplizieren; die Ergebnisse sind wieder Elemente in
diesem Unterraum. Diese Eigenschaft wird auch Stabilität bezüglich Rechts-,
Linksmultiplikation genannt. Ein bezüglich einer Multiplikation rechts-, links-
stabiler Untervektorraum wird auch Ideal genannt.

Wenn man ein Algebraelement x (auch Repräsentant genannt) zu jedem Element
des obigen Ideals I addiert, nennt man die entstehende Untermenge x+ I ⊂ AC

(die im Allgemeinen keine Vektorraumstruktur mehr hat) eine Nebenklasse.

Betrachtet man nun die Menge aller solcher Untermengen, das heißt die Menge
aller Nebenklassen, so kann man zeigen: Die Menge aller Nebenklassen zerlegt
die Algebra in nicht überlappende Untermengen (und jedes Element der Algebra
ist in einer dieser Nebenklassen). Auf dieser Menge

AC/I := {x+ I| x ∈ AC}

von Untermengen kann man Addition, Skalarmultiplikation und Algebramulti-
plikation finden, indem man allein die Repräsentanten wie gewohnt addiert,
skalarmultipliziert, und algebramultipliziert. Ein entscheidender Unterschied
besteht allerdings: Da der Term der Heisenberg-Vertauschungsrelation ein Ele-
ment des Ideals ist, kann man den Repräsentanten durch einfache Addition
dieses Terms (oder auch anderer multiplikativ eingehüllter Versionen dieses
Terms) ändern:

b a− a b+ I = b a− a b− (b a− a b− 1) + I = 1 + I

Das gibt der Menge AC/I aller Nebenklassen eine Algebrastruktur, die soge-
nannte Quotientenalgebra, in der die Heisenberg-Vertauschungsrelation und die
Hamiltonfunktion formulierbar sind. Da die Heisenberg-Relation b a − a b = 1
eine Linearkombination von Monoidelementen ist, bilden die Elemente des freien
Monoids keine algebraische Basis der neuen Algebrastruktur.

Eine algebraische Basis der Vektorraumstruktur dieser neuen Algebra erhält
man dann folgendermaßen: Eine Totalordnung a < b auf der Menge der gener-
ierenden Elemente des freien Monoids liefert eine lexikalische Ordnung 1 < a <
aa < a b < . . . < b < b a < b b, . . . der Elemente des freien Monoids. Darin
zeichnen sich normalgeordnete Elemente, wie 1, a, b, a a, a b oder b2 aus. Durch
Anwenden der Vertauschungsrelation kann man nichtnormalgeordnete Elemente
in Linearkombinationen von Normalgeordneten überführen:

b a+ I = b a− (b a− a b− 1) + I = a b+ 1 + I

(Teile dieses Arguments werden systematisiert in dem sogenannten Poincaré-
Birkhoff-Witt-Theorem [Dix].). Die Untermenge aller normalgeordneten Ele-
mente

PBW ({a, b}) := {1, a, b, a2, a b, b2, a3, . . .} ⊂ Mo({a, b})
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des freien Monoids ist daher eine algebraische Basis der Quotientenalgebra, das
heißt ein beliebiges Element darin kann als Linearkombination

x ∈ AC/I ⇔ ∃ (xk,l)(k,l)∈IN0×IN0

(
(xk,l)(k,l)∈IN0×IN0

∈ C(IN0×IN0) und

x =
∑

k,l∈IN0

xk,l a
k bl + I


von normalgeordneten Monoidelementen geschrieben werden plus dem Ideal,

das alle möglichen Umformungen mittels der Heisenberg-Vertauschungsrelation
enthält. Wenn keine Verwirrung entsteht, werden aus Ökonomiegründen nur
die Repräsentanten hingeschrieben und das Ideal weggelassen.

Einschub: Liealgebren

In jeder assoziativen Algebra A über einem Körper IK kann man die soge-
nannte Kommutatoroperation A×A→ A definieren, die zwei Elementen ihren
Kommutator zuordnet:

∀x, y (x, y ∈ A⇒ [x, y] := x y − y x)

Ein solcher Kommutator einer Algebra wird meist durch eckige Klammern
gekennzeichnet. Die Kommutatoroperation ist nichtassoziativ, aber sie kann, bis
auf spezifische Relationen wie der Heisenberg-Vertauschungsrelation, vollständig
durch Antisymmetrie und Jacobi-Identität charakterisiert werden (das Haupt-
ergebnis des Poincaré-Birkhoff-Witt-Theorems). Algebren deren Multiplikation
antisymmetrisch ist und die Jacobi-Identität erfüllt, heißen Lie-Algebren. Be-
trachtet man jetzt die Vektorraumstruktur der assoziativen Algebra zusammen
mit der Kommutatoroperation, so hat man eine Lie-Algebra:

(A,+, IK, [., .])

Die spezielle Lie-algebra (AC/I,+, IK, [., .]) hat zum Beispiel die folgenden zwei
Lie-Unteralgebren: Zum einen die Heisenberg-Lie-Algebra

(spanC({1, a, b}) ,+,C, [b, a] = 1)

und die Oszillator-Lie-Algebra

(spanC({1, a, b,H}) ,+,C, [b, a] = 1, [b,H] = b, [a,H] = −a).

Eigenwerte der Energie- oder Hamiltonfunktion

Um von einer Energiefunktion aus Monoidelementen zu konkreten Zahlenwerten
zu kommen, kann man ein sogenanntes Eigenwertproblem formulieren:

H zλ = λ zλ
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Hierbei sind die Eigenwerte λ und die Eigenelemente zλ unbekannt.

Nach einer elementaren Umformung (H − λ 1) zλ = 0, sieht man, daß Energie-
eigenelemente zλ Nullteiler sind. Und, daß der Faktor (H − λ 1) für einen
Eigenwert λ ebenfalls nicht invertierbar sein kann. (Kein Element in assoziativen
Algebren kann zugleich Nullteiler und invertierbar sein.)

Daher nimmt man die Invertierbarkeit an und erkennt mögliche Energieeigen-
werte an entstehenden Undefiniertheitsproblemen. Der Rest ist eine Rechenauf-
gabe:

1 = (H − λ 1)xλ = (a b− (λ− 1
2 )︸ ︷︷ ︸

=:λ

1)
∑

k,l∈IN0

xk,l a
k bl =

=
∑

k,l∈IN0

xk,l (a b ak bl − λ ak bl) =

=
∑

k′,l′∈IN0

xk′,l′ a
k′+1 bl

′+1 −
∑

k,l∈IN0

xk,l (λ− k) ak bl

Dabei wurde die Normalordnung der Monoidelemente mit der iterierten Heisen-
berg-Vertauschungsrelation

b a− a b = 1 ⇒ b ak − ak b = k ak−1

hergestellt. Durch einen Summationsindexwechsel (k := k′ + 1, l := l′ + 1)
werden Monoidelemente vergleichbar

1 =
∑
k,l≥1

xk−1,l−1a
k bl−

∑
k,l≥1

xk,l (λ−k)ak bl−
∑

k≥1,l=0

. . .−
∑

k=0,l≥1

. . .−
∑

k=0,l=0

. . .

und die Koordinaten gleicher Monoidelemente können zusammengefasst werden:

1 =
∑
k,l≥1

(xk−1,l−1 − xk,l(λ− k))︸ ︷︷ ︸
=0

ak bl−
∑
k≥1

xk,0 (λ− k)︸ ︷︷ ︸
=0

ak−
∑
l≥1

x0,l λ︸ ︷︷ ︸
=0

bl−x0,0 λ︸ ︷︷ ︸
=1

1

Anschließend wird ein Koeffizientenvergleich durchgeführt (Hier würde die lin-
eare Unabhängigkeit der Monoidelemente benötigt werden.). Definierte Koordi-
naten ergeben sich jetzt unter der Bedingung λ− k 6= 0 zu x0,0 = − 1

λ
, xk,0 = 0

für k ≥ 1, x0,l = 0 für l ≥ 1 und daraus erhält man die restlichen Koordinaten
über xk,l = xk−1,l−1

(λ−k)
= . . . = xk−m,l−m

(λ−k+m−1)···(λ−k)
zu xk,l = δk,l

−1

λ (λ−1)···(λ−k)
. Das

potentiell inverse Element bekommt dann die Form

xλ =
∑
n∈IN0

−1
λ (λ− 1) · · · (λ− n)

an bn

Die Werte λ beziehungsweise λ, die den Ausdruck undefiniert machen, sind
mögliche Energieeigenwerte:

λ ∈ IN0 ⇔ λ ∈ IN0 + 1
2

Bemerkenswerterweise wiederspricht das bekannte Absorptionsspektrum zwei-
atomiger Moleküle [BÖHM] dem rechnerischen Ergebnis nicht! Da allerdings
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das teilweise definierte inverse Element eine Summe von unendlich vielen Sum-
manden ist, kann dieses Element nicht in der kleinen Quotientenalgebra liegen,
deren Elemente ja ausschließlich Linearkombinationen (endlich viele Summan-
den!) von normalgeordneten Monoidelementen sind.

Trotzdem das potentiell inverse Element eine physikalische Beobachtung be-
stätigt, ist es mit den bisherigen mathematischen Begriffen (Linearkombination,
lineare Unabhängigkeit) nicht beschreibbar. An diesem Punkt kann man drei
Probleme erkennen:∑
∞ Die Verallgemeinerung des Begriffes der Linearkombination auf Summen

mit unendlich vielen Summanden.

FREI Die Verallgemeinerung der linearen Unabhängigkeit (oder auch algebra-
ische Freiheit genannt) auf Summen mit unendlich vielen Summanden
damit der Koeffizientenvergleich begründet bleibt,

MULT und eine passende Vergrößerung der Algebra damit die Rechnung mit
einer eindeutigen multiplikativen Inversen begründbar wird.

Diese Probleme werden in den folgenden Abschnitten angegangen.

Reduzierte Basis

Eine Summe mit unendlich vielen Summanden beschreibt man am besten durch
einen Grenzwertprozess. Dabei ist der Grenzwert einer Folge (oder eines Netzes)
ein Element, das in jeder seiner Umgebungen fast alle Folge- (Netz-)glieder
enthält, bis auf endlich viele Ausnahmen.

Der Umgebungsbegriff wird allgemein durch Untermengen gegeben die Umge-
bung aller ihrer Elemente sind; diese werden auch offene Mengen genannt. Die
Menge aller offenen Mengen einer Grundmenge E heißt Topologie O ⊂ P(E),
wobei P(E) die Menge aller Untermengen der Menge E ist. Der Grenzwertbe-
griff darin wird eindeutig, wenn so viele Umgebungen darin enthalten sind, daß
die sogenannte Hausdorff-Eigenschaft erfüllt ist. Stetige Funktionen sind dann
genau die Funktionen, die Grenzwertprozesse konservieren, das heißt das Bild
der Folge (oder des Netzes) konvergiert gegen das Bild des Grenzwertes.

Ein Vektorraum (E, +, C) mit einer Hausdorff-Topologie O und stetiger Addi-
tion und Skalarmultiplikation heißt dann Hausdorff-topologischer Vektorraum
(E, +, C, O). Mit diesem Vektorraumbegriff kann man den Begriff der Linear-
kombination und den der algebraischen Basis erweitern.

Man definiert die Verallgemeinerung des Begriffes der Linearkombination von
Vektoren einer Menge A ⊂ E als Grenzwert eines Netzes von Linearkombina-
tionen:

x ∈ E heißt lineare Summe einer Familie (xa)a∈A ∈ CA :⇔
x = lim

Fendlich⊂A

∑
a∈F

xa a
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Man schreibt dann auch x =
∑
a∈A xaa. Die Menge aller linearen Summen einer

vorgegebenen Generierenden-Menge von Elementen wird dann Lineare Summe
der Menge genannt:

Eine Menge S heißt Lineare Summe einer Menge A :⇔

S =

{
x

∣∣∣∣∣ x ∈ E und ∃ (xa)a∈A

(
(xa)a∈A ∈ CA und x =

∑
a∈A

xa a

)}

Diese Lineare Summe, geschrieben S := sumC,O(A), ist ein topologischer Un-
tervektorraum weil Addition und Skalarmultiplikation stetig sind; mit x, y ∈
sumC,O(A) ⊂ E, s ∈ C und [TGIII.42 §5.5 Proposition 6] sieht man:

x+ s y = limFendlich⊂A
∑
a∈F xa a+ s limGendlich⊂A

∑
a∈G ya a =

limMendlich⊂A
∑
a∈M (xa + s ya) a ∈ sumC,O(A)

Ein erstes Beispiel für eine Lineare Summe über in einem topologischen Vek-
torraum ergibt sich folgendermaßen: Der Raum aller beliebig besetzten Koor-
dinatenfamilien über einer vorgegebenen Menge, zum Beispiel PBW ({a, b}), ist
ein Vektorraum

(
CPBW({a,b}), +, C

)
. Mit der sogenannten Produkttopologie

bezüglich der Absolutbetragstopologie der komplexen Zahlen, ist dieser Raum
auch ein Hausdorff topologischer Vektorraum

(
CPBW({a,b}), +, C, Oπ

)
. Die

Produkttopologie ermöglicht es jedes beliebige Element dieses topologischen
Vektorraumes als lineare Summe einfach besetzter Koordinatenfamilien (soge-
nannter Koordinaten-Elemente) zu schreiben:

a
r
a
r
· · · = a

r
+ a
r
· · · bis zu unendlich viele

In anderer Schreib- und Denkweise bedeutet dies, daß dieser Vektorraum ger-
ade die Koordinatendarstellung eines Vektorraumes ist, der durch eine Lineare
Summe der Generierenden-Elemente beschrieben wird:(

CPBW({a,b}), +, C, Oπ
) Vektorraum∼= sumC,Oπ (PBW ({a, b}))

Da hier die Generierenden-Elemente gerade die normalgeordneten Elemente
des, für die Eigenwertrechnungen verwendeten, freien Monoids sind, so kann
man die vorher beschriebenen Eigenwert-Rechnungen darin formuliert denken.
(Die explizite Form der, durch die Heisenberg-Vertauschungsrelation definierten,

∑
∞

assoziativen Multiplikationsoperation wird später ermittelt.) Für den vorge-
nommenen Koeffizientenvergleich benötigt man jetzt noch den Begriff der re-
duzierten Freiheit einer Menge von Vektorraum-Elementen:

A ⊂ E heißt reduziert frei :⇔

∀ (xa)a∈A

((
(xa)a∈A ∈ IKA und

∑
a∈A

xa a = 0

)
⇒ (xa)a∈A = (0)a∈A

)
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Insbesondere sind die Indexmengen von produkttopologisierten Körperproduk-
ten reduziert frei, was den oben erwähnten Koeffizientenvergleich linearer Sum- FREI
men ermöglicht. Allgemein sind reduziert freie Mengen auch algebraisch frei,
wie die Einschränkung auf Summen mit endlich vielen Summanden zeigt. Der
Begiff der Linearen Summe und der reduzierten Freiheit zusammen liefern die
sogenannte reduzierte Basis B ⊂ E:

B heißt reduzierte Basis :⇔ E ⊂ sumIK,O(B) und B ist reduziert frei.

Da, wie vorher erwähnt, eine reduzierte Basis automatisch algebraisch frei ist,
kann sie durch den Basisergänzungssatz [AII.95 §7.1 Theorem 2] zu einer al-
gebraischen Basis des Hausdorff-topologischen Vektorraumes erweitert werden.
Die reduzierte Basis ist dann eine Untermenge der algebraischen Basis, daher
der Name reduzierte Basis. Bemerkenswert ist dabei, daß durch die Summen
mit unendlich vielen Elementen die reduzierte Basis alle Elemente desselben
Vektorraums mit weniger Basisvektoren beschreiben kann. Eine algebraische
Basis braucht mit Linearkombinationen mehr Elemente für die gleiche Aufgabe.

Räume mit Reduzierten Basen

Es folgt eine Liste mit Beispielen für reduzierte Basen:

Die rationalen Zahlen, mit der Topologie die durch den Absolutbetrag gegeben
ist, bilden einen Hausdorff-topologischen Vektorraum

(
Q, +, Q, O|.|

)
mit re-

duzierter Basis B = {1}. Dieser Hausdorff-topologische Vektorraum ist nicht
vollständig. Die Existenz einer reduzierten Basis in einem Hausdorff-topolog-
ischen Vektorraum garantiert also nicht seine Vollständigkeit.

In direkten Summenräumen
(
IK(B), +, IK, Obox|IK(B)

)
mit induzierter Box-

Topologie ist die natürliche Einlagerung der Indexmenge B eine algebraische
Basis und zugleich reduzierte Basis. Wegen der vielen Umgebungen (wie in
leichter Analogie zur diskreten Topologie) wird jeder Grenzwert von unter-
schiedlichen Koordinaten-Elementen in nur endlich vielen Schritten erreicht, das
heißt, lineare Summen von Koordinaten-Elementen haben in der Box-Topologie
nur endlich viele Summanden.

a
r
a
r
· · · = a

r
+ a
r
· · · endlich viele

In jedem Hilbertraum ist ein maximales Orthonormalsystem eine reduzierte
Basis des Hilbertraumes.

Das letzte Beispiel zeigt gleichzeitig auch eine Algebra in großer Darstellung
[AIII.27 §2.10]. Das freie Monoid Mo(X) einer beliebigen Menge X liefert die
assoziative Multiplikation und ist dabei gleichzeitig, als Menge, die reduzierte
Basis des Linearen Summenraumes:(

IKMo(X), +, IK, ·, Oπ
) assoziativeAlgebra∼= sumIK,Oπ (Mo(X))
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α∈Mo(X)

xα α

  ∑
β∈Mo(X)

yβ β

 =
∑

α,β∈Mo(X)

xα yβ αβ =

=
∑

γ∈Mo(X)

 ∑
α,β∈Mo(X) und γ=αβ

xα yβ


︸ ︷︷ ︸

endlich viele

γ

︸ ︷︷ ︸
bis zu unendlich viele

In Algebren großer Darstellung können die Elemente durch lineare Summen
beschrieben werden, während die Koordinaten eines Produktes zweier Elemente
aber Summen endlich vieler Zahlen sind. (In Algebren kleiner Darstellung wer-
den Elemente durch Linearkombinationen beschrieben, damit sind die Koordi-
naten eines Produktes automatisch Summen von nur endlich vielen Zahlen.)

Algebraische-, Reduzierte-, Topologische Basen

In der Mathematik gibt es einen dritten verwandten Basisbegriff, nämlich den
der topologischen Basis B ⊂ E eines Hausdorff-topologischen Vektorraums
(E, +, IK, O):

B ist topologische Basis von E :⇔
E ⊂ spanIK(B) und ∀b

(
b ∈ B ⇒ b 6∈ spanIK(B \ {b})

)
Die Überstreichung der angegebenen Menge bezeichnet die kleinste Obermenge,
deren Komplement offen ist und kennzeichnet den sogenannten topologischen
Abschluß der Menge. (Eine topologisch abgeschlossene Menge enthält jedes
Element ihres Randes, eine offene Menge dagegen keines, weil sie Umgebung
jedes ihrer Elemente ist.) Und es gibt ein Beispiel an dem man sehen kann,
daß die drei Basisbegriffe, die algebraische Basis, die reduzierte Basis und die
topologische Basis, grundlegend unterschiedliche Sachverhalte beschreiben:

Dazu betrachtet man die Menge B([0, 1], IR) ⊂ IR[0,1] aller beschränkten reel-
wertigen Funktionen auf dem Einheitsintervall [0, 1] ⊂ IR:

(B([0, 1], IR), +, IR, ‖.‖)

Auf dieser Menge kann man punktweise Addition und Skalarmultiplikation de-
finieren und hat damit eine Vektorraumstruktur. Der vorzeichenlose Maximal-
wert jeder Funktion definiert eine Norm auf dem Vektorraum und macht ihn so
zu einem Hausdorff-topologischen Vektorraum.

Die Menge aller Monomfunktionen

B := {mn : [0, 1]→ IR, x 7→ xn| n ∈ IN0}

spannt den Vektorunterraum spanIR(B) aller Polynomfunktionen auf und ist
dessen algebraische Basis.
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Die Lineare Summe sumIR, O‖.‖(B) der Menge aller Monomfunktionen ist die
Menge aller Funktionen mit einer im Einheitsintervall konvergenten Potenz-
reihendarstellung um die Null. Dies ist ein Hausdorff-topologischer Vektor-
unterraum und die Eindeutigkeit der Taylorentwicklung macht die Menge der
Monomfunktionen reduziert frei. In diesem Vektorunterraum ist die Menge der
Monomfunktionen also eine reduzierte Basis.

Der Norm-topologische Abschluß spanIR(B) der Menge aller Polynomfunktion-
en ist nach dem Satz von Stone und Weierstraß [TGX §4.1 Theorem 2] gerade
gleich der Menge aller stetigen Funktionen. Und außerdem ist die Menge B der
Monomfunktionen nicht topologisch frei (siehe [TGX §4.2 Lemma 2], dort wird
gezeigt, daß die identische Funktion gleichmäßig durch eine Folge von Funktio-
nen mit geradem Exponenten genähert werden kann.).

Damit ist eine topologische Basis etwas anderes als eine reduzierte Basis, das
gleiche gilt beim Vergleich mit einer algebraischen Basis. Diese Überlegungen
beschließen den Exkurs über die reduzierte Basis.

Heisenbergmultiplikation

In der vorher anhand der Heisenberg-Vertauschungsrelation konstruierten as-
soziativen Algebra spanC(PBW ({a, b})) kleiner Darstellung wurde die Multi-
plikation nicht explizit beschrieben. Dies wird hier nachgeholt indem man zwei
Elemente x, y in Basisdarstellung multipliziert:

x y =

 ∑
r,s∈IN0

xr,s a
r bs

  ∑
t,u∈IN0

yt,u a
t bu

 =
∑

r,s,t,u∈IN0

xr,s yt,u a
r bs at bu

Die iterierte Kommutatorrelation

b a− a b = 1 ⇒ bs at =
min(s,t)∑
m=0

s! t!
(t−m)!m! (s−m)!

at−m bs−m

stellt die Normalordnung wieder her. Und ein Summationsindexwechsel

∑
r,s,t,u∈IN0

min(s,t)∑
m=0

S(r, s, t, u,m) =
∑

k,l,n∈IN0

k∑
q=0

l∑
p=0

S(k − q, n+ p, n+ q, l − p, n)

faßt die Koeffizienten gleicher Monoidelemente zusammen:

x y =
∑

k,l∈IN0

( ∑
n∈IN0

k∑
q=0

l∑
p=0

(n+ p)! (n+ q)!
p!n! q!

xk−q,n+p yn+q,l−p

)
ak bl

Alle obigen Summen haben endlich viele Summanden, da Linearkombination-
en verwendet werden. Wie man an dem folgenden Beispiel sieht, kann diese
Multiplikation nicht auf den zugehörigen Raum sumC,Oπ (PBW ({a, b})) verall-
gemeinert werden; denn zwei Elemente, mit Koordinaten die überall gleich eins
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sind, haben mindestens eine undefinierte Produktkoordinate:
 ∑
k,l∈IN0

1 ak bl

2


0,0

=
∑
n∈IN0

n!

Die sich hieran anschließende Frage ist nun wie man den Linearen Summenraum
geeignet einschränken kann, um die Multiplikation definiert zu machen?

Diagonalalgebra in Großer Darstellung

Die erste Möglichkeit liefern sogenannte Diagonalelemente:

D :=

{ ∑
n∈IN0

xn a
s+n bt+n

∣∣∣∣∣ (xn)n∈IN0
∈ CIN0 und s, t ∈ IN0

}

- k

x

6
l

�
�
���

t

s

Auf dem linearen Span spanC(D), der Menge aller Linearkombinationen von
Diagonalelementen, ist die durch die Heisenberg-Vertauschungsrelation gegebene
Multiplikation definiert, wie man durch rechnerisches Bestätigen der Relation MULT
DD ⊂ D sehen kann. Diese große Algebra ist assoziativ, hat die bekannte
“Eins” als multiplikativ neutrales Element und heißt Diagonalalgebra. In dieser
Algebra kann das Energieeigenproblem des harmonischen Oszillators gelößt wer-
den. Neben den bereits bekannten Eigenwerten ergeben sich die Eigenelemente
und die, in anderem Kontext, bekannten Aufsteige- und Absteigerelationen:

H zn = (n+ 1
2 ) zn n ∈ IN0

zn = cn
∑
s∈IN0

(−1)s

s!
an+s bs cn ∈ C \ {0}

a zn = zn+1 Aufsteigerelation für cn = cn+1

b zn+1 = (n+ 1) zn Absteigerelation für cn = cn+1

Die Begriffe der Spurrelation Tr(.) und der Erwartungswertrelation 〈.〉 ergeben
zusammen mit der, auf den gesamten Raum antilinear und antimultiplikativ
erweiterten, Stern-Operation +

Tr

 ∑
k,l∈IN0

xk,l a
k bl

 =
∑
n∈IN0

xn,n



Der Harmonische Oszillator in der Quantentheorie 12

〈z〉n = Tr(z xn x+
n )

b+ := a und a+ := b und 1+ := 1 mit (µ αβ)+ = µ∗ β+ α+

(µ ∈ C, µ∗ beschreibt die komplexe Konjugation , α, β ∈ PBW ({a, b}))

auf der Diagonalalgebra die bekannten Erwartungswerte

〈q〉n = 〈p〉n = 0

〈q2〉n = 〈p2〉n = (n+ 1
2 )
|cn|2
e

für Relativimpuls und Auslenkung des harmonischen Oszillators (e = exp(1) ∈
IR). Damit folgt auch die Aussage der Heisenberg-Unschärferelation sofort:√

〈q2〉n
√
〈p2〉n = (n+ 1

2 )
|cn|2
e

.

Riesige Konturalgebra

Ein anderer Vektorunterraum ist gegeben durch Koordinatenfamilien mit einer
Kontur:

RC =

x
∣∣∣∣∣∣x =

∑
k,l∈IN0

xk,l a
k bl ∈ sumC,Oπ (PBW ({a, b})) und

∃cx, dx
(
cx, dx ∈ IR+

0 und |xk,l| ≤ cx
d

(k+l)
x

k! l!

)}

Dies liefert eine assoziative Algebra mit “Eins”. Allerdings ist dies weder eine
kleine noch eine große Algebra wie man durch Multiplikation von einem Ele-
ment fester Kontur mit sich selbst sieht. Algebren, deren Elemente in Koor-
dinatendarstellung bei der Multiplikation Koordinatensummen von unendlich
vielen Koordinaten erzeugen, heißen riesig dargestellte oder riesige Algebren.
In der obigen riesigen Algebra kann man durch Exponentiation der Elemente
der Heisenberg Lie Algebra

es a et b es
′ a et

′ b = es
′t 1 e(s+s′) a e(t+t′) b,

eine Parametrisierung der Heisenberg-Lie-Gruppe erzeugen, diese hat die Grup-
penoperation:

(r, s, t) (r′, s′, t′) = (r + r′ + s′ t, s+ s′, t+ t′).

Analog, nur mit erheblich höherem Rechenaufwand ist dies auch für die Oszil-
lator-Lie-Algebra möglich.

Oszillatormultiplikation und Gruppe

Um Elemente der Oszillator Lie Algebra so assoziativ multiplizieren zu können,
daß man Exponentialfunktionen dieser Elemente bilden kann, betrachtet man
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eine komplexe assoziative Algebra, deren Multiplikation durch ein freies Monoid
gegeben ist, das von den Symbolen a, b und h erzeugt wird. Wobei in dieser Al-
gebra, zusätzlich zur Heisenberg Vertauschungsrelation, noch zwei andere Ver-
tauschungrelationen gelten, die sich für s = ±1 ergeben wenn man das Symbol h
als Hamilton Funktion betrachtet, und für c die Symbole a und b einsetzt:

[h, c] = sc⇒ hmcn =
m∑
r=0

(sn)r
(
m

r

)
cnhm−r (m,n ∈ IN0, n 6= 0)

Die notwendigen Summationsindexwechsel schreiben sich wie folgt:

(i)
∞∑
r=0

∞∑
u=0

S (r, u) =
∞∑
m=0

m∑
j=0

S (j,m− j)

(ii)
∞∑
u=0

r∑
w=0

S (u,w) =
∞∑
m=0

min(m,r)∑
s=0

S (m− s, s) (r ∈ IN0)

(iii)
∞∑
q=0

∞∑
t=1

S (q, t) =
∞∑
l=1

l−1∑
i=0

S (i, l − i)

(iv)
∞∑
q=0

min(q,s)∑
m=0

S (q,m) =
∞∑
l=0

s∑
t=0

S (l + t, t) (s ∈ IN0)

(v)
∞∑
r=0

∞∑
u=0

r∑
v=0

r−v∑
w=0

S (r, u, v, w) =

∞∑
m=0

∞∑
x=0

x∑
y=0

min(m,y)∑
z=0

S (x,m− z, x− y, y − z)

(vi)
∞∑
p=0

∞∑
q=0

∞∑
s=1

∞∑
t=1

min(q,s)∑
m=0

S (p, q, s, t,m) =

=
∞∑
k=0

∞∑
l=1

l−1∑
j=0

((
k∑
i=1

S (k − i, j, i, l − j, 0)

)
+

+

( ∞∑
n=1

k∑
i=0

S (k − i, j + n, i+ n, l − j, n)

))
Dann ergibt sich die assoziative Multiplikation zweier Algebraelemente x und y

zu:

x y =
∑

k,m∈IN0

(c0(k, 0,m) + c2(k, 0,m)) akhm+

+
∑

k,l,m∈IN0,l 6=0

(c0(k, l,m) + c1(k, l,m) + c2(k, l,m) + c3(k, l,m)) akblhm

Wobei die Koeffizienten gegeben sind als:

c0(k, l,m) =
m∑
j=0

x(k, l, j) y(0, 0,m− j)
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c1(k, l,m) =
∞∑
r=0

l−1∑
i=0

min(m,r)∑
j=0

(i− l)r−j
(
r

j

)
x(k, i, r) y(0, l−i,m−j)

c2(k, l,m) =
∞∑
r=0

∞∑
s=1

min(k,s)∑
i=0

min(m,r)∑
j=0

sr−j s!
i!

(
r

j

)(
l − i+ s

l

)
·

·x(k − i, l − i+ s, r) y(s, 0,m− j)

c3(k, l,m) =
∞∑
x=0

x∑
y=0

min(m,y)∑
z=0

x!
(x− y)! (y − z)! z! ·

·
(
l−1∑
j=0

(j − l)y−z
(( k∑

i=1

ix−y x(k − i, j, x) y(i, l − j,m− z)
)

+

+
( ∞∑
n=1

k∑
i=0

(i+ n)x−y (i+ n)! (j + n)!
i! j!n!

·

·x(k − i, j + n, x) y(i+ n, l − j,m− z)
)))

Und eine Parametrisierung der Oszillator-Gruppe hat dann die folgende Grup-
penoperation:

(p, x, y, t) (p′, x′, y′, t′) = (p+ p′ + yx′est, x+ x′est, y + y′e−st, t+ t′),

mit p, x, y, t, p′, x′, y′, t′ ∈ C.

Glossar

Familie Indizierte Gesamtheit von Elementen, kann auch als Funktion inter-
pretiert werden (Die Indizes werden dabei als Argumente betrachtet und
die indizierten Größen als ihre Bilder).

Körper Die reelen Zahlen IR, die rationalen Zahlen Q und die komplexen
Zahlen C sind Beispiele für Körper.

Linearer Span Menge aller Linearkombinationen der Elemente einer vorge-
gebenen Menge.

Koordinaten-Element Eine Kurzbezeichnung für ein Element einer Produkt-
menge, das nur eine Koordinate ungleich null hat.

Topologie Laut mathematischer Definition: Spezielle Untermenge der Menge
aller Untermengen einer vorgegebenen Grundmenge. Anschaulich, die
Menge aller Mengen ohne Rand, also Untermengen die Umgebung aller
ihrer Punkte sind. Der Umgebungsbegriff wird verwendet zur mathema-
tischen Definition von Begriffen wie dem Grenzwert einer Folge (eines
Netzes) oder der Stetigkeit einer Funktion.
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Hausdorff-Topologie Ein Typ von Topologie, der so viele offene Mengen hat,
daß Grenzwerte eindeutig bestimmbar sind und stetige Funktionen Grenz-
werte erhalten.

Diskrete Topologie Topologie auf einer Menge, so das jede Untermenge der
Menge als offen angesehen wird. Dies bewirkt, daß Grenzwerte immer in
endlich vielen Schritten erreicht werden, was den Grenzwertbegriff in einer
solchen Topologie sehr einfach macht.

Box-Topologie Topologie auf einem Produktraum topologischer Mengen. In
einer solchen Topologie sind nur solche Summen unterschiedlicher Ko-
ordinaten-Elemente konvergent, die endlich viele Summanden haben.

Produkt-Topologie Topologie auf einem Produktraum topologischer Men-
gen. In einer solchen Topologie sind alle Summen unterschiedlicher Ko-
ordinaten-Elemente konvergent.
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